DAR ve GENI$ ACILI UCGEN OLUSTURMA OLASILIGI
(B.DEMIR - 2012)
Bu yazimda olasilik konusunun popiiler sorularindan birinin literatiirdeki en giizel ¢6ziimiinii verip sorunun daha 6zel iki
durumunu ekleyecegim.

Oncelikle literatiirdeki bu soruya bir géz atalim.

Uggen olusturma olasilig:

Bir ¢ubuk ayni anda ii¢ parcaya boliindiigiinde bu parcalarin bir araya gelerek iicgen olusturma olasilhigi kagtir?

Bu soruya verecegim ¢6ziimiin kime ait oldugunu bilmiyorum. Fakat inanilmaz derecede zekice bir ¢6ziim oldugunu
soylemek gerekiyor.

Coziime gegmeden dnce Viviani Teoremi nden bahsetmemiz gerekiyor.

Viviani Teoremi: Bir eskenar ti¢genin i¢ bolgesinde alinan her hangi bir P noktasindan kenarlarina gizilen dikmelerin
uzunluklar: toplami eskenar iiggenin yiiksekligine esittir.

Kanat:

AT B A D b
Sekillerdeki gibi bir kenari a birim olan bir ABC eskenar ii¢geni ve i¢ bolgesinde bir P noktas: alalim. Soldaki sekilde oldugu
iizere dikmeler [PD], [PE] ve [PF] gizilsin. Sagdaki sekilde oldugu gibi P noktast ile koseleri birlestirelim. Boylece

a-| PD | a-| PE | a-| PF |
2 2

| APB |= | BPC |= | APC |=

olur. Bu ii¢genlerin alanlar: toplaminin ABC iiggeninin alanina esit olacagini bildigimize gore (ABC ti¢geninin yiiksekligine
h dersek),

| ABC |=| APB | + | BPC | + | APC |

ah _a.
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h=|PD|+|PE|+|PF|

(IPD |+ | PE |+ | PF|)

ile kanit tamamlanr.

Muhtemelen bu teoreme neden ihtiya¢ duydugumuzu anlamis olmalisiniz. Yapmamiz gereken sey, cubugu eskenar ti¢genin
yiiksekliginin ve kirilan ¢ubugun parcalarini da P noktasindan gizilen dikmelerin temsil ettigini diigiinmek olacaktir. Béylece
P noktasi degistikge kirilan pargalar bigimlenirken ¢ubugun kendisi bu pargalardan olusmaya devam edecektir.

Temel tiggen esitsizligi geregi biliyoruz ki bir tiggenin iki kenarinin uzunluklari toplami tiglincii kenarin uzunlugundan biiyiik
olmalidir. Bu nedenle kirilan pargalardan herhangi birinin uzunlugunun gubugun yarisindan fazla olmamasi gerekir. Eger
herhangi bir par¢anin uzunlugu ¢ubugun yarisindan biiyiik olursa, diger iki par¢anin uzunluklar: toplaminin bu par¢anin
uzunlugundan kiigiik olacag: agiktir. Bu da demek oluyor ki inilen dikmelerin her birinin uzunlugu yiiksekligin yarisindan

fazla olmamaldir. Yani, | PD |< %, | PE |< % ve | PF |< % olmalidur.




Yukaridaki sekillerde [KL] orta taban olarak ¢izilmistir. Boylece, ilk sekilde | PD |< % olabilmesi icin P noktasinin [KL] orta

tabani ile [AB] arasinda kalan bolgede yer almasi gerektigi goriilebilir. Ayni kosul diger iki sekilde de mevcuttur. O halde her
i¢ dikme uzunlugunun yiiksekligin yarisindan kiigiik olmast i¢in, P noktasinin, agagidaki sekildeki gibi, ABC ii¢geninin orta

iggeni i¢inde yer almasi gerekir.

Boylece istenilen olasilik
|KLH| 1

P = =
|ABC| 4

bulunur.

Simdi sorumuzu biraz daha gelistirebiliriz.

Dar ve Genis A¢ils Uggen Olusturma Olasilig
Bir ¢ubuk ayni anda ii¢ parcaya boliindiigiinde bu parcalarin bir araya gelerek dar ve genis agili ii¢gen olusturma olasilig:

kagtir?

Oncelikle sentetik olarak inceledigimiz ilk ¢6ziimdeki eskenar {icgeni H noktasi baslangig ve AB dogrusu x ekseni olacak

bigimde sekildeki gibi koordinat diizlemine tagiyalim.

“H B x

Eskenar ii¢genin bir kenar uzunluguna 2a birim diyelim. Bu durumda

AC:x/?(x—l—a)—y:O
ve

BC:x/3—(x—a)+y:0
olacaktir. Oncelikle P noktasinin dik iiggen olugturmast icin bulunmasi gereken geometrik yerini tespit edelim. Bunun igin
olusacak dik tiggenin dik kenarlarinin [PE] ve [PF] oldugunu varsayalim. Tabii ki dik kenarlar [PE] ile [PD] veya [PD] ile [PF]
de olacaktir. Ama biz baslangicta birini inceleyip digerlerinin genellemesine varmaya ¢alisacagiz. Dik kenarlarimiz [PE] ve
[PF] oldugundan

| PDP=| PE " +| PF |

olmalidir. P(x,y) noktasinin AC e olan uzaklig

V3 (x+a)-—
d(P,AC) =| PF |:M
ve BC e olan uzaklig
V3 (x—a)+
d(P,BC) =| PE |:M

olurken AB ye olan uzakli1 da |y| dir.




Demek ki,

N3 (x+a)—y)? | 3(x—a)+y)’ 2
+ =y
4 4
olmalidir. Bu denklem diizenlenirse

6a’ = (y+\/?a)2 —3x?
hiperbol denklemi elde edilir. Bu hiperboliin asal ekseninin y ekseni olduguna dikkat edelim. Asagidaki sekilde hiperboliin
eskenar tiggen dahilinde ilgili parcasi ¢izilmistir.

A
C(0,a/3)
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Dikkat ederseniz hiperbol [AC] ve [BC] yi orta noktalarinda kesmektedir. Orta noktalar1 belirleyip denklemde yerine
yazarsaniz bunu daha net gorebilirsiniz. Demek ki hiperboliin KL yay1 tizerinde yer alan P noktalari i¢in [PE] L [PF] olacak
bigcimde, dikmeler bir dik tiggen belirtecektir.

Benzer bicimde [PD] L [PF] ve [PD] L [PE] kosullarina gore P noktalarinin geometrik yerleri tespit edilirse asagidaki
doéndiiriilmiis hiperboller elde edilecektir. Aslinda yukarida buldugumuz hiperboliin BK na gore simetrigi soldaki hiperboli;
AL na gore simetrigi ise sagdaki hiperbolii ¢izmektedir.
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[PD] L [PF] [PD]L[PE]E

Dikkat edilirse, i¢ durum i¢in olugacak ti¢genin dar agili tiggen belirtmesi igin

| PEF +| PE>| PD |

| PD? +| PF >| PE}

| PD ? + | PE P>| PE |
esitsizliklerinin saglanmasi gerekecektir. Bu esitsizlikler agagidaki bolgeyi gosterecektir.

Ay

C(0,a+/3)

A(—a,0)




Tabii bu durumda genis agili tiggen belirtecek bolgede, orta tiggen iginde kalmak sartiyla, bu bolgenin disindaki yerler
olacaktir.

Genis agil1 tiggen olusmasini saglayan bélgenin alanini bulmak daha uygun olacaktir. Asagidaki sekilde tiggen iginde kalan
hiperbol yaylari ile ti¢genin orta tabanlar: arasinda kalan bélgeler estir. Bu nedenle denklemini buldugumuz hiperboliin KL
yay1 ile eskenar tiggenin [KL] orta tabani arasinda kalan bélgenin alanini bulup 3 ile garpmamiz, genis a¢ili bélgenin alanini

verecektir.

Bu bolgenin alanini bulmak i¢in KLRS dikdortgeninin alanindan, hiperboliin S den R ye x ekseni ile arasinda kalan alani

cikarmamiz gerektigi aciktir. Dikkat edilirse |[KL|=a ve | RL |= a3

olurken S [ - % ,0 ] ve R [ % ,0 ] dir. Ayrica hiperbol

denkleminden y ¢ekilirse, (y>0 oldugundan)

6a’ :(y+x/?a)2—3x2 éy:\/6a2+3x2 —/3a

olur. O halde sekildeki tarali bolgenin alani
a
2

2
|KLRS|—f(\/6a2+3x2 —J?a)dx: a f (3—1In16)

a

2
olur. Bu bolgeden 3 adet oldugundan genis a¢ili bolgenin alani

2
2 34\5 (3—Inl6)
bulunur. O halde dikmelerin genis a¢ili {iggen belirtme olasilig:
2
a?3J3
b 4 (3-In16)  3.3_jy16)
N

4
olarak hesaplanir.

Pargalarin dar agili iggen belirtme olasilif1 ise tiggen belirtme olasiligindan, genis acili tiggen belirtme olasiliginin
¢ikarilmasiyla elde edilecektir. O halde

1 3-(3—Inl6)
Pioy === = —2+3In2

olarak bulunur.

Dar ve genis acili tiggenler i¢in yapilan bu ¢aligma 6zgiin bir ¢aligmadir. Liitfen kullanirken bunu goz 6niinde bulundurunuz.



