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BARIS DEMIR
ICERME ve DISARMA PRENSIBi

Bu galigmamda sayma ilkelerine ek olarak gelistirilen yeni bir yéntemi aktarmaya ¢alisacagim. Genel teoremi vermeden once

iki 6rnekle konuya giris yapalim.

ORNEK 1

200 kisinin okudugu Hacettepe Hukuk 6grencilerinin kiimesini H sembolize etsin. Boylece 6grencilerin olusturdugu bu

kiimenin eleman sayisi | H |= 200 olur. Bu égrencilerden 95 tanesi Insan Haklar1 Hukuku dersini, 48 tanesi de Spor Hukuku
dersini aliyor olsun. Insan haklar1 hukuku dersini alanlarin olugturdugu kiimeyi k; ile Spor hukuku dersini alanlarin
olusturdugu kiimeyi de k, ile gosterelim. Boylece s(k; ) =95 ve s(k, )= 48 olur. Ayrica her iki dersi de alan 20 6gre\(

olsun. Bunlarin olusturdugu kiimeyi de kjk, ile gosterelim. Yani s(kk,) =20 dir. Bu durumda Insan haklari hukuku veya

~\

W
olur. Ayrica insan haklar dersini almayanlarin olusturdugu kiimeyi k; ile gosterirsek, s( ki) =200—95=105; spor hukuku

spor hukuku dersini alan 6grencilerin olusturdugu kiimenin eleman sayis1

s(ky veyak,)=s(k;)+s(ky)—s(kk,)=95+48—20 =123

dersini almayanlarin olusturdugu kiimeyi de E ile gosterirsek S(E) =200—48 = l&olacakﬁ’Son olarak her iki dersi de

almayanlarin olugturdugu kiimeyi EE ile gosterirsek, bu kiimenin eleman saylsXa

s(kiky ) = H | =s(k; veyak,)
= H | —[s(k)+s(ky )] +3s(kik; )
=200—123

=77
A

olur. A \

Yazdigimiz s(ki@) =|H|-[s(k;)+s(ky)]+s(kik, witligini biraz daha soyut bi¢imde yorumlamaya ¢aligalim. Bu 200
kisi arasindan herhangi biri bu derslerin ikisini deﬁllyorsa hem s(kik?) icinde hem de | H | i¢inde sayilir. Boylece bu

kisiler icin esitlik saglanir, ¢iinkii bu sayimda 1 =1 olacaktir. Ote yandan eger bu 200 kisi arasindan herhangi biri bu
derslerden sadece birini aliyorsa — 6rnegin insan‘haklari hukuku dersini — bu durumda esitligin solunda sayilmaz, fakat 1 kez
| H| iginde, 1 kez de s(k;) iqindAaylhr. i%

arasindan herhangi biri bu derslerin her ikisini de aliyorsa esitligin solunda yine sayilmaz, fakat sagindaki her kiime iginde 1

aystyla esitlik yine saglanir ¢iinkii 0 =1—1 olur. Son olarak, 200 kisi

2 2 2
kez sayilir. Bu durumda-da esitli.k tekrar saglanir. Giinkit 0 =1—(14+1)+1= [0] - [ ) ] + [2] dir. Boylece esitligin genel
olarak k; ve k, gi@kowll&durumlar i¢in daima saglanacagini gostermis olduk.
ONY

ORNEK 2

Birinci 6rnekteki iki derse ek olarak 36 kisinin de Fransizca dersini, 10 kisinin hem Fransizca hem de Insan haklar1 hukuku
dersini, 7 kisinin hem Fransizca hem de Spor hukuku dersini ve 15 kisinin de bu ii¢ dersi aldigini diisiinelim. Fransizca
dersini alan 6grencilerin olusturdugu kiimeyi de k; ile gosterirsek s(k; ) =36, s(kik;) =10, s(kks)=7 ve

s(kikyks ) =15 yazilabilir. Bu durumda bu {i¢ dersin higbirini almayanlarin olusturdugu kiimenin elaman sayis
s(kikoky ) = H | =[s(ky) (k) + (ks )]+ [s(kiky ) + (ks ) + s (hoks )] = s (ikoks )

=200—[95+48+36]+[20+10+7]—15
=43
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bulunur. Yazdigimiz bu son esitlik bir Venn semasi ¢izilerek elde edilebilir. Ayrica lise seviyesinde kiimeler konusunda

gosterilen bir esitlik oldugu da hatirlanabilir. Birinci 6rnekte oldugu gibi bu esitligi de biraz soyut bicimde yorumlayalim.

e 200 kisi arasindan herhangi biri bu derslerden hi¢birini almiyorsa esitliginde solunda s(kjEk?) ve saginda | H |
i¢inde 1 er kez sayilacagi i¢in esitlik saglanacaktir.

e 200 kisi arasindan herhangi biri bu derslerden sadece birini aliyorsa — 6rnegin Fransizca - esitligin solunda
sayllmayacak ama saginda 1 kez | H | icinde 1 kez de s(k;) iginde sayilacagindan esitlik tekrar saglanacaktir.
(0=1-1)

e 200 kisi arasindan herhangi biri bu derslerden herhangi ikisini aliyorsa — 6rnegin Fransizca ve Spor hukuku-
esitligin solunda sayilmayacak ama saginda 1 erkez | H |, s(k; ), s(k,) ve s(kyk; ) icinde sayilacagindan esitlik
tekrar saglanacaktir. (0 =1—(1+1)+1)

e Son olarak 200 kisi arasindan herhangi biri bu derslerden her ti¢iinii de aliyorsa esitligin solunda sayllmayacmna
sagindaki her kiime i¢inde 1 er sayilacagindan esitlik tekrar saglanacaktir, ¢iinkii bu durumda da

3) (3) (3) (3
0=1[1+1+1]+[1+1+”1:{o][1]+[2][3]' o

Boylece sonlu bir H kiimesinin k;, k, ve k; kosullu {i¢ alt kiimesinin hi¢birinde bulunmayan elemanlarin olusturdugu

kiimenin eleman sayis1 i¢in yukaridaki esitligin daima dogru oldugu gostermis olduk.

ORNEK 3 @ \

[lk iki drnekten faydalanirsak, sonlu bir H kiimesinin k;, k;, k3 ve k, gibi dort altkiimesinin hi¢birinde bulunmayan

elemanlarin olusturdugu kiimenin eleman sayisinin

s(kikyksky ) =| H | =[s(ky)+s(ky )+ s(ky ) s(ky )]
+[5(k1k2)+5(k1k3)+S(k1k4‘2‘+$(kzk3)+5(k2k4)+5(k3k4”
—[S(klkzks)+5(k&k4)&(k1k3k4)+5(k2k3k4)]
+s(kikoksky )

esitligi ile gosterebiliriz. Bunu kanitlamak i¢cin'H kﬁme&in rastgele bir x elemanini diisiinelim.

e  Eger x bu alt kiimelerden birinde degilse,\kez esitligin solunda 1 kez de H kiimesinde sayilir.

e  Eger x bu alt kiimelerden sadece birinde - 6rnegin k; - ise, esitligin solunda sayilmaz, fakat 1 kez H kiimesinde, 1
kez de k; de sayilir. Yar}j‘bplam“— 1= 10 olup, esitlik dogrulanir.

e Eger x bu alt kiimelerden sadece ikisinde — 6rnegin sadece k; ve k, - ise, esitligin solunda sayilmaz, fakat 1 er kez H,

2

2 2
ki, k, ve kky kiimelerinde sayilir. Yani toplamda 1—[1+1]+1= [0] — [ ) ] + [2
@

] =0 olup, esitlik dogrulanir.

o Egerx bu altkiimelerden sadece iclinde — drnegin sadece ki, k, ve k; - ise, esitligin solunda sayilmaz, fakat 1 er

kezH, ki, ks, ks, kiky, kiks, kyks ve kikyk; kiimelerinde sayilir. Yani toplamda
{

3 3 3 3
= +1+1+1+1+1]-1= [0]—[1]+[2]—[3]—0 olup, esitlik dogrulanir.

e  Eger x bu alt kiimelerden hepsinde ise, esitligin solunda sayillmaz, fakat esitligin sagindaki 16 kiimenin her birinde 1
4 4
1))

Boylece esitligin her iki tarafinin da herhangi bir x elemanini esit bigiminde saydigini gostererek esitligin dogru oldugunu

er sayilir. Yani toplamda
4
3

4 4
1—[1+1+1+1]+[1+1+1+1+1+1}—[1+1+1+1]+1_[0]— ]+{4]_0 olup, esitlik

dogrulanir.

kanitlamis olduk.

Artik ierme disarma prensibi i¢in genel bir teorem verebiliriz. Oncelikle bir H kiimesi ile onun belli kogullarini tagtyan

ki, ky,....k, alt kiimeleri i¢in birka¢ gdsterim hakkinda bilgi verelim. H kiimesinin eleman sayisi1 | H |= S ile, 1<i<n
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olmak iizere, k; alt kiimesinin eleman sayisini da s(k; ) ile gosterelim. i, j € {1,2,..,n} ve i = j olmak iizere, s(kik;) ile k;
ve k; kosullarini tagtyan elemanlarinin sayisini gosterelim. (kik; ile bu iki kiimenin kesisimini ifade ettigimizden diger
kosullarla birlikte diisiiniildiiglinde bu kiimede diger bazi kogullar1 saglayan elemanlarin da bulunabilecegine dikkat etmek

gerekir.) Benzer bicimde 1 <1, j,t <n birbirinden farkli tam sayilar1 i¢in s( kik ik; ) ile bu ti¢ kosulun kesisim kiimesinin

eleman sayini ifade edelim (bu kiitmede de diger bazi kogullar yer alabilir). Son olarak s(kiEk?E) = Silebu kosullarin

hic¢birini saglamayan elemanlarin sayisini ifade edelim.

TEOREM (i¢erme - Disarma Prensibi)

Eleman sayis1 S olan bir H kiimesinin 1 <i <# i¢in birbirinden farkli k; alt kiimelerinden hi¢birinde yer almayan
elemanlarinin sayisini S= S(EEEE) ile gosterirsek \

S=S—[s(k)+s(ky)++s(ky)]
+[s(kiky )+ s(kiks )+ 4 s(kik, )+ s(koks )+ + s (k1K )] ~
—[s(kikoks ) + s(kikoky ) + -+ s(kikoky, ) + s (Kiksky )+ 4 s(kiksky ) 4+ + s (ky_ok ik, )]

+o (=" s(kiky . k) —
veya L
i o \I'S
S=8= Y [s(k)+ > [s(kk)]— > [s(kikke ot -+ (50" s (ko)
1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<t<n

olur. X

Kanit: Tiimevarim yontemiyle bir kanit verilebilir. Fakat yukaridaki 6rneklerde kullandigimiz kanitlarin benzerini yapacagiz.

H kiimesinin bir x elemani bu alt kiimelerden higbirinde degilse, esitligin’solunda S ve saginda S i¢inde 1 er kez sayilirken
diger kiimelerde sayilmazlar. Boylece esitlik bu durumda sd?lamr‘ Nyelim ki x elemani verilen alt kiimelerden r tanesinin

elemani olsun. Bu durumda esitliginde solunda bu eleman sayilmaz. Fakat

(1) Bir kez S de sayilir. <
(2) rkez Z [s(k;)] de sayilr. N,
1<i<n

(3) {;] kez Z [s*( i i )] Mlhr. (r alt kiimeden segilen 2 alt kiimenin kesisimlerinin her biri)
1<i<j<n

4) {;] kez Z [s(kikik; )] de saylir. ( ralt kiimeden segilen 3 alt kiimenin kesisiminin her biri)
1<i<j<t<n

..... o e S

%H)grlkaE: ki kiy iy ki, ) de saylir.

Sonug olarak x elemani esitligin saginda (binom agilimi geregi)

1_r+[;]_

kez sayilir. Boylece esitligin herhangi bir x elemanini her iki tarafinda da esit saydigini gostermis oluruz.

r]+...+(_1)’[r]— h+-D] =
3 r

Farkl1 6rneklere gegmeden 6nce gosterim bigimi olarak
S, =S$

S =[s(k)+s(ky) 4+ +s(k,)]
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S, =[s(kiky ) +s(kiks )+ + s(kik, )+ s(kyks )+ + s(k, 1k, )]
ve genel olarak
Sk =Y s(kikyky -k ) A<r<mn)
segersek teoremde verdigimiz esitlik
S=8,—8+8—8 +--+(—1"S,
bicimini alir.

ORNEK 4

1 ve 100 dahil bu sayilar arasinda yer alan tam sayilardan kag tanesi 2,3 veya 5 sayilardan hi¢birine béliinmez?

Coziim “B \

Lx| ile x sayisinin tam kismini ifade edelim.

1 1
2 ye boliinenlerin kiimesine k; dersek, s(k;) = [ﬂ} = 50; 3 e boliinenler kiimesine k; dersel‘s(kz )= l%j =33ve5
i L 100 e f . 100
e boliinenler kiimesine k; dersek, s(k;)= —= = 20 olur. 2 ve 3 e béliinen e sayist s(kiky) = — = 16, 2ve5e
s . 100 - . 100 e e .
boliinenlerin sayist s(kk; )= Tj =10, 3 ve 5 e boliinenlerin sayist s%k3 )= l? = 6 ve her tg¢iine de bolinenlerin

sayist s(kkyks ) = lﬂ

=3 olur. O halde bu iig sayidan hicbirine’b8liinemeyenlerin say1st

s(kikoks ) = S—8 +S, S, :109‘—[50\33"+20}+[16+1o+6]—3:zs

bulunur.

X

ORNEK 5

X1, X3, X3 ve x4 dogal sayilariigin x; # x, 4 x3 + x4 =15 ve x; <6 (i €{1,2,3,4} ) kosullarini saglayan kag farkli
(x1,%5,%3,%4 ) sirali dortliisii vardx? U

Coziim
15+4-1 18
Tekrarli gruplandirma’(kombinasyon) geregi sadece x| + x, + x3 + x4 = 15 esitligini saglayan [ ] = [ ; ] kadar

4-1
R
siral1 dortlii yazilabilir. Diger kosulu saglamak igin k; alt kiimesini x; > 7 olacak bigimde tanimlayalim. Simetri geregi

s(k ) =slk, )= )= s(ky ) olacaktir. k; in eleman sayisini bulmak icin x; degerini 7 den baglatmamuz gerekir. Béylece
8+4—1 11 11
X+ X, +x&+ x4 =8 denkleminin ¢oziim sayst s(k; ) = [ 41 ] = [ 3 ] olur. Boylece §; = 4-[ 3 ] olur. Benzer

bigimde x; ve x, degerlerinin her ikisini de 7 den baglatirsak, s(kk,) degeri x; +x, + x5 + x4, =1 denkleminin ¢ziim

1+41]

sayist olur. Boylece s(kik, ) :{ 4

4 4) (4
= [3] olurken S, = [2 ] . [ 3] olur. Ayrica, x; degerlerinden ti¢iinii birden 7 den
baslatamayacagimizdan s( kik k, ) =0 ve s(kkyksk, ) =0 dir. O halde istenilen kosullar1 saglayan dértliilerin sayist

18 11 4) (4
S(k1k2k3k4):SO_SI+SZ_S3+S4: 3 —4. 3 + ) . 3 —0+0=180

bulunur.
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ORNEK 6 (Orten Fonksiyon Sayisi)

m > n olmak iizere, A ={a,,a,,"-~a,, } ve B={b;,b,,-b, } sonlukiimelerinde A dan B ye kag farkli 6rten fonksiyon
tanimlanabilir?

Coziim

f A — B olacak bicimde A dan Bye n™ farkli f fonksiyonunun tanimlanabilecegini biliyoruz. Bu durumda S = S, = n"
olsun. 1 <i < olmak iizere A dan B ye taniml tiim fonksiyonlar kiimesinin b; elemanini icermeyen alt kiimesini k; olarak
tanimlayalim. Bu durumda k; kiimesindeki fonksiyonlarin deger kiimesinde b; elemani yer almaz. Béylece s(kj) , deger
kiimesinde b; eleman: bulunan fonksiyonlarin sayisini vereceginden, A dan B ye tanimli 6rten fonksiyon sayist s(kilki 3% k:)
olur. Dikkat edilirse B kiimesinden b; elemanini ¢ikardigimiz icin s(k; ) = (n—1)" dir. Benzer bicimde 1< i <j < n&ak

lizere, b; ve b; elemanlarini deger kiimesinde icermeyen fonksiyon saysi s( kik; ) =(n—2)" dir. Boylece

S =[s(k))+s(ky)+--+s(k,)]=n-(n=1" ve S, —[s(k1k2)+~~~+s(kn_1kn)]—[Z]-(m—z)m . Genel olarak,

1 <r < n olmak {izere,

1<i] <ip <-<ip <n

s= > S(kflki2-~-ki,)—[':]-‘<n—\g °
A

dir. Bu durumda A dan B ye 6rten fonksiyon sayist X
DS,

s(kiky -k, ) = So =y + 8, = S5 4+ L

m n
=n" —

1-(n—}) +[2L(n—2) —[3]~(n—3)

+~--+(—1)”’§n—n%

:i(l{](ni)m
i=0

.

Ornegin 4 elemanli bir A kﬁmesin%ﬁ 3 CIWI bir B kiimesine tanimlanabilecek 6rten fonksiyon sayist m =4 ve n =3

olarak bulunur.

icin
S(E@):SO*SlJFSz*%
@ 3 (3
AN _Z<_1>l[,]<3—i>4
1
i=0
‘ :4_3.24 3.14_3.
AN S P i PY i P
=36
%
olur.
ORNEK 7 (Evli ¢iftler)

4 evli ift yuvarlak bir masa etrafinda herhangi kari-koca yanyana gelmeyecek bigimde kag farki bigimde oturabilir?
Coziim

Oncelikle 1 <i < 4 olmak iizere, k; ile i. kari-kocanin yanyana oturdugu durumlari ifade edelim. Bu durumda bunlari 1
kisi gibi say1p, toplamda 7 kisiyi yuvarlak bir masa etrafinda siralamis oluruz. Tabii kari-kocanin kendi arasindaki 2 farkli

bicimde yer degistirme durumlarini da géz 6niine almamiz gerekir. O halde s(k;) =2-(7—1)!=2-6! olur. Bu durumda
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4 4
S = [ ) ]~2 -6! dir. Benzer bigimde 2 iftin birlikte oturdugu durum sayist S, = [2 ] -2% 5! olur. 3 ¢iftin yanyana oturdugu

4 4
durum sayist 3 = [3 ] -23.41 ve tiim giftlerin yanyana oturdugu durum sayis1 S; = [4] -2%.31 dir. Ayrica kosulsuz bu 8

kisinin yuvarlak masada oturma sayis1 da Sy = 7! dir. O halde,

S(k1k2k3k4): SO_SI+SZ —83 +S4

71 426'+4225' 4234'+4243'
=70-| 26| 2250 |2 | |2t

= 5040 — 5760 + 2880 — 768 + 96

= 1488 \
N,

bulunur.

Kaynakg¢a: Ralph P. Grimaldi, Discrete and Combinatorial Mathematics (Fifth Edition)



