Catalan Sayilan

Sonlu matematik alaninda kargimiza ¢ikan en belirgin say1 dizilerinden biridir. Bu say1 dizisini 6ncelikle bir 6rnekle

inceleyelim.

Ornek 1

Koordinat diizleminde (0,0) noktasinda baslayan iki tiir hareket tanimlayalim:
S:(x,y) = (x+Ly) ve Y:(x,y) = (x,y+1)

S hareketinin 1 birim saga ve Y hareketinin de 1 birim yukari oldugunu goriiyoruz. Bu hareketleri kullanarak (0,0)
noktasindan (5,5) noktasina kag farkli bigimde gidebilecegimizi hesaplamak istersek, 5 adet S ve 5 adet Y kullanmamiz

gerektigini goriiriiz. Bu durumda 5 adet S ve 5 adet Y harfinin her bir farkli siralamasi bir gidis belirtecektir. O halde
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dogrusuna dokunabilecegini ama tistiine ¢tkamayacagini gart kosalim.

= C(10,5) kadardir. Simdi kendimize bir kisit getirelim ve herhangi bir hareketin y = x

toplam gidis sayis1
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Yukaridaki sekillerden (a) ve (b) kosulu saglarken (c) saglamamaktadir. Kosulumuzda ilk goze ¢arpan sey herhangi bir
gidisin S ile baslayip Y ile bitmesi gerektigidir. Ayrica herhangi bir noktaya kadar yapilan S sayisinin Y sayisindan az
olmayacagi da (a) ve (b) sekillerden gozlemlenebilir. Yani herhangi bir gidiste S >Y dir. (¢) seklinde boyle bir durumun
olmadig1 da goriilebilir. Bu durumlarin sayisi elde edebilmek igin (c) deki gibi kosula uymayan yani y = x dogrusunun
tistiinde kalan yollarin sayisini elde edip titm durumdan ¢ikarabiliriz. (c) deki yolun ne zaman ilk olarak Y > S kosulunu

bozdugu yerin 3. hareketten sonra olduguna dikkate edin. Bunu hareket diziliminde bir ¢izgi ile gosterirsek
SY,Y|Y.8,S.8,Y,Y,S
olacaktir. $imdi bu dizilime agagidaki gibi bir doniisiim uygulayalim.

SY,Y | ¥,5,85Y,Y,S< S,Y,Y | S,Y,Y,Y,S,S,Y

Bu doniigiim, kosulun bozuldugu ilk andan sonraki hareketleri birbiriyle degistirmektedir. Yani Y yerine S, S yerine de Y
hareketi segilmektedir. Bu sayede hareket diziliminde 4 adet S ve 6 adet Y olmaktadur. (c) deki bu doniisiim (d) seklinde
gosterilmektedir. Kosula aykir1 bir diger farkli yolda (e) seklinde gosterilmektedir. Doniisiimle degismis bicimi de (f) de

yer almaktadir. Yine 4 adet S ve 6 adet Y hareketi mevcuttur.
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Simdi 4 S ve 6 Y den olusan bir hareket dizilimi olarak
SY.SSY,Y,Y|YY.S

dizilimine bakalim. Y lerin S lerden fazla oldugu ilk hareketten sonrasini ¢izgi ile ayirmis durumdayiz. Bu dizilime

doniisiim uygularsak
$,Y,S.S,Y,Y,Y|S,SY

eldedilir. Dikkat ederseniz bu 5 S ve 5 Y den olusan ama kosulumuza aykiri olan bir dizilimdir. Ozetle uyguladigimiz

arer ~ CUod

dontsiimle elde edilen her bir dizilim esasinda kogula aykir: bir dizilime denktir. Yani bu bicimde

hareket dizilimi vardir. O halde kosula uygun
C(10,5) — C(10,6) = 42
gidis vardur.

Yukaridaki 6rnekle soyle bir genelleme elde edebiliriz:

n >0 olmak lizere, y = x dogrusu iizerine ¢ikmadan (0,0) noktasindan (n,n) noktasina n adet S ve n adet Y hareketi

ile yapilabilecek yol sayist
b, = C2nn) —C2mn—1) = ——.CCnn), n>1, by—1
n+1

olur. by,by,b,, - saylarma ismini Bel¢ikali matematik¢i Eugene Charles Catalan ‘dan alan Catalan sayilar1 denir. Eugene,
bu sayilari x,x,x;3...x, carpimini kag farkli bigimde paranteze alabilecegini hesaplamak i¢in kullanmistir. Ornegin

X1X,X3%, ¢arpimint by =5 bi¢imde paranteze alabiliriz:

(((2x125)x3)x4) ((xl(x2x3))x4) (2 )(x3%4)) (xl((x2x3)x4)) (xl(xz(x3x4)))



Ornek 2

Yukaridaki 6rnekle 6ziinde ayn1 ama ciimleleri degisik olan asagidaki 6rnekleri inceleyelim.

a.

3 adet 1 ve 3 adet - 1 kullanarak elde edilen dizilimlerden b; =5 tanesinde herhangi bir sayidan 6nceki sayilarin

toplamin negatif degildir.

,1,1,-1,-1,-1 1,1,-1,-1,1,-1 1,-1,1,1,-1,-1 1,1,-1,1,-1,-1 1,-1,1,-1, 1,-1

4 adet 1 ve 4 adet 0 kullanilarak elde edilen dizilimlerin b, = 14 tanesinde, soldan saga okunurken, 0 sayis1 1 sayisini

gegmez.
10101010 10101100 10110010
10110100 10111000 11001010
11001100 11010010 11010100
11011000 11100010 11100100

11101000 11110000

(((ab(c)d) | (((abc | 111000
((a(bc))d) | ((a(bc | 110100
((ab)(cd)) | ((ab(c | 110010
(a((bc)d)) | (a((bc | 101100
(a(b(cd))) | (a(b(c | 101010

Tablonun 1.siitununda abcd garpiminin paranteze alinabilir bigimleri verilmistir. {lk satirda yer alan (((ab(c)d)
bi¢imini soldan saga dogru okurken “)” parantezlerini gormezden gelerek 2.siitundaki (((abc dizilimini elde edebiliriz.
Benzer bigimde ((a(bc))d) diziliminden ((a(bc elde edilecektir. Simdi 2.stitundan bir dizilim alip sonuna “d)”
ekleyelim. Ornegin, 3.satirdaki ((ab(c dizilimi ile ((ab(cd) elde edilir. Soldan saga dogru her bir ikili ¢arpimi “)” ile
kapatirsak ((ab)(cd)) elde edilir. Dikkat ederseniz bu dizilim 1.stitundaki karsiligidur.

3.stitunun ne oldugu agik bir bigimde goriilmektedir. “(“ sembollerini 1; a, b ve ¢ harflerini de 0 sembolize etmektedir.
O halde 1.stitunda yer alan her bir dizilime karsilik, 3 adet 1 ve 3 adet 0 igeren ve soldan saga okunurken 0 sayisinin 1

sayisindan fazla olmadig: bir say1 dizisi kargilik gelmektedir. Bunlarin sayisinin da b3 = 5 oldugu goriilmektedir. O

halde, genel olarak x;x, ---x, ¢arpimini b,_; farkl bigimde paranteze alabilir.

Simdi, 1,2,3,4,5 ve 6 sayilarini 2 satir ve 3 siitundan olusan bir tabloda (1) her bir satirda sayilar soldan saga dogru
okunurken kii¢iikten bityiige dogru dizili, (2) herhangi bir siitunda kiigiik say1 iistte olacak bigimde dizmeye galisalim.
Ornegin

1 2 4

3 5 6
Simdi ilk satirda yer alan sayilari 1 ile ikinci satirda yer alan sayilar1 da 0 ile sembolize ederek tablodaki sayilarin

sirasina gore bir dizilim yaparsak 123456 < 110100 elde ederiz. $imdi tam tersi 0 sayisinin 1 sayisini soldan saga
gegmedigi rastgele bir dizilimi ele alip tablo olusturalim. Ornegin, 101100 < 123456 ile

1 3 4
2 5 6

elde edilir ki istenilen kosullara uygun bir tablomuz olur. O halde bu sorunun cevabida b; =5 olacaktir.



